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На основании разработанной теплофизической модели предложен алгоритм компьютерного мо-
делирования процесса ускоренной гидратации бетонных изделий. Алгоритм использует уравнение теп-
лопроводности в трехмерной постановке, учитывающей распределенный источник внутренних тепло-
выделений, и позволяет выполнять расчеты и визуализацию нестационарных полей температуры 
и коэффициента гидратации при твердении бетонных изделий в теплотехнологических установках. 
Алгоритм предназначен для разработки энергосберегающих режимов тепловой обработки бетонных 
изделий, имеющих сложную 3D-геометрию и неоднородную композитную структуру. 
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Введение. В климатических условиях Республики Беларусь значительная часть промышленно из-
готавливаемых бетонных и железобетонных изделий подвергается тепловлажностной обработке (ТВО) 
в теплотехнологических установках ускоренной гидратации. В связи с чем вопросы разработки энерго-
сберегающих режимов их функционирования становятся особенно актуальными, их отысканию и иссле-
дованию посвящено множество научно-исследовательских работ, которые в контексте проблемы, рас-
сматриваемой в данной статье, могут быть объединены в несколько методологических подходов.  
Подход, основанный на эмпирических зависимостях. Данный эмпирический подход [1–3], сфор-
мировался в рамках науки о бетоне и строительного материаловедения и заключается в эксперименталь-
ном подборе режимов ТВО и проектировании оптимальных составов бетонных смесей с последующим 
обобщением полученных простых факторных зависимостей в виде графиков, таблиц и аппроксимирую-
щих уравнений. Метод оперирует средними по объему обрабатываемого изделия теплофизическими 
характеристиками материалов, температурой и степенью гидратации и не принимает в расчет начальные, 
граничные и краевые условия в пределах теплотехнологической установки для проведения ТВО.  
Комплексный поход, базирующийся на методах системного анализа широкого спектра технологи-
ческих параметров. Данный подход использует метод многофакторного проектирования режимов ТВО 
[4–7] и заключается в получении «математической модели» [4], отражающей влияние различных техно-
логических факторов в их взаимосвязи на требуемые целевые характеристики обрабатываемого изделия, 
такие как прочность и степень гидратации. Зависимость этих целевых характеристик от отдельных фак-
торов задана уравнениями, полученными экспериментальным путем и обработанными с учетом имею-
щихся материаловедческих представлений о процессе твердения бетона. В системе уравнений, опреде-
ляющих такую математическую модель, могут учитываться некоторые теплотехнические параметры, 
например, теплообмен с окружающей средой [4, 6]. Однако такая модель по-прежнему оперирует инте-
гральными характеристиками и не учитывает особенности нестационарного процесса нагрева и охла-
ждения бетонного изделия в теплотехнологической установке ускоренной гидратации, поскольку не 
использует аналитический аппарат математической физики. 
Подход, основанный на аналитических методах. Аналитический подход заключается в использо-
вании фундаментальных уравнений математической физики, адаптированных к задачам твердения бето-
на в условиях подвода теплоты, описывающих нестационарную теплопроводность при наличии внутрен-
них тепловыделений [8–11]. Использование данного метода ограничено трудностями отыскания анали-
тических решений для тел сложной геометрии при трехмерной постановке задачи в условиях перемен-
ных теплофизических свойств нагреваемых материалов и оборудования [9]. 
Подход, основанный на численных методах. Данный подход заключается в применении численных 
методов математического 3D-моделирования и базируется на достижениях первых трех методологиче-
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с учетом всех конструкционных, технологических и теплотехнических факторов, определяющих процес-
сы, протекающие в теплотехнологических установках ускоренной гидратации бетона [11–17]. 
Целью исследования является разработка основанных на нестационарном трехмерном уравнении 
теплопроводности, учитывающем источник внутренних тепловыделений, новых алгоритмов компьютер-
ного моделирования энергосберегающих режимов ТВО бетона, позволяющих выполнять численные 
расчеты процессов нагрева и гидратации для бетонных изделий произвольной 3D-геометрии, обладаю-
щих сложной композитной структурой. 
Теплофизическая модель процесса гидратации. Для достижения цели работы на основе диффе-
ренциального уравнения теплопроводности в трехмерной постановке разработана теплофизическая мо-
дель процессов нагрева и гидратации бетона. В модели путем дополнительного включения модельной 
функции, зависящей от температуры, учтен экзотермический характер реакций, протекающих при гидра-
тации активной части цементного клинкера.  
Разработанная теплофизическая модель процесса включает систему граничных и начальных усло-
вий, различающихся в зависимости от вида, структуры бетонного изделия и способа его тепловой обра-
ботки в теплотехнологических установках. В дополнении к граничным условиям при решении уравнения 
теплопроводности использовались модельные функции температуры от времени тепловой обработки, 
с помощью которых задавали температуру нагреваемой среды. В работе использовали табулированные 
функции температуры как модельные, так и экспериментально измеренные в различных областях бетон-
ного изделия, при проведении экспериментальных исследований на предприятии «Завод КПД» ОАО 
«Строительно-монтажный трест № 16, г. Новополоцк». 
В качестве основного уравнения для расчета распределения температуры в пространстве бетонно-
го тела в течение времени ТВО при нагреве и гидратации бетона использовалось уравнение теплопро-
водности, учитывающее экзотермический характер реакции гидратации цемента, которое в указанной 
постановке имеет вид 
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где τ – время, с;  
x, y, z – декартовы координаты (ось Y направлена вертикально), м;  
T(x, y, z, τ) – температура бетона в точке, имеющей координаты (x, y, z), в момент времени τ, °С;  
ρb – плотность бетона, кг/м3;  
ρc – удельный расход цемента в бетоне, кг/м3;  
cb – удельная теплоемкость бетона, Дж/(кг∙K);  
Q(x, y, z, τ) – удельная теплота, выделившаяся при гидратации цемента в точке с координатами (x, y, z) 
на момент времени τ;  
H(x, y, z, τ) = Q(x, y, z, τ) / Qmax – коэффициент (степень) гидратации цемента, где Qmax – удельная 
теплота полной гидратации цемента, Дж/кг;  
λb(H, T) – теплопроводность бетона, зависящая от степени его гидратации и температуры, Вт/(м∙K);  
Pq(Q, T) – удельная мощность тепловыделения при гидратации цемента (Вт/кг), которая определя-
ется по формуле 
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где Q – удельная теплота, выделившаяся при гидратации цемента к рассматриваемому моменту вре-
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Q(T, τ) – функция тепловыделения цемента, Дж/кг;  
τприв(Q, T) – приведенное время гидратации цемента, с, которое определяется как функция обрат-
ная Q(T,τ) при фиксированном значении T(τприв(Q, T)= Q –1(T, Q).  
Более подробно основные положения, описывающие разработанную и используемую в данной 
статье теплофизическую модель, ее граничные условия, а также сведения о функциях тепловыделе-
ния и приведенном времени гидратации, изложены в ранее опубликованных работах автора с соав-
торами [19, 20]. 
На рисунке 1 на примере сечения модельного изделия кубической формы, подвергаемого ТВО на 
стенде горизонтального формования, показаны расчетные области модели, включающие пространство 
твердеющего бетона (Ω1), пространство опалубки (Ω2), пространство тепловой среды (Ω3), области 
нагревателей (Ω4). Каждая из перечисленных областей характеризовалась теплопроводностью, плотно-
стью и удельной теплоемкостью материалов, включенных в расчет. Обрабатываемое изделие по бокам 
ограничено металлической формой, нижней гранью лежит на обогреваемом жидким теплоносителем 

















Рисунок 1. – Схематичная область расчетного  
моделируемого пространства 
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Конечно-разностные формулы для компьютерной модели. Сущность метода моделирования, 
использованного в работе, состоит в разбиении всего 3-мерного пространства модели на элементы пря-
моугольной (кубической) формы (рисунок 2). Каждый элемент имеет параметры, описывающие физиче-
ское состояние среды (теплоемкость, плотность, теплопроводность, температуру, степень гидратации). 
Все элементы расчетного пространства образуют взаимосвязанную пространственную 3D-систему, со-
стояние и параметры которой пересчитываются на каждом шаге моделирования процесса нагрева 
и гидратации с учетом начальных и граничных условий. Каждый такт моделирования соответствует дис-
кретному моменту времени, которое изменяется с шагом Δτ. Состояние каждого элемента изменяется на 
каждом такте моделирования в зависимости от его текущего состояния и состояния соседних элементов 
на предыдущем такте моделирования. Формула, по которой вычисляется новое значение параметра эле-
мента (в частности, температуры, коэффициента гидратации), является конечно-разностной аппроксима-
цией численного решения дифференциального уравнения теплопроводности.  
На рисунке 2 выделены элементы расчетного пространства, использованные для расчета распре-
деления температур и коэффициента гидратации на основе конечно-разностных аппроксимаций.  
Так, для сеточных элементов группы (1, 2) температура и степень гидратации вычислялись по 
формулам (4), (5), для элементов группы (3) – по формуле (6), для элементов группы (4) – по форму-
ле (7), для элементов группы (5) – по формуле (8), для элементов группы (6) – по формуле (9), для эле-



























Рисунок 2. – Схема разбиения моделируемого расчетного пространства  
на группы дискретных элементов Δx = Δy = Δz = 5 мм 
 
На основе уравнения (1) была составлена конечно-разностная схема для численного расчета изме-
нения температуры в дискретных элементах пространства Ω1 твердеющего бетона. Для сеточных элемен-
тов группы (1, 2) (рисунок 2) использовалась следующая формула для расчета температуры: 
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где Δτ – шаг дискретизации по времени, с;  
Δx, Δy, Δz – шаги дискретизации по пространству, м. 
Остальные величины, входящие в уравнение (4), расшифрованы ранее. 
Расчет распределения тепловыделений и соответствующих им коэффициентов (степени) гидрата-
ции цемента производился по формулам: 
 
max
( , , , ) ( , , , ) ( ( , , , ), ( , , , ))
( , , , )( , , , )
qQ x y z Q x y z P Q x y z T x y z
Q x y zH x y z Q
τ + ∆τ = τ + τ τ ∆τ
τ + ∆τ
τ + ∆τ = ⋅
         (5) 
 
Расчет изменения температуры в дискретных элементах пространства Ω2 стальной опалубки 
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где cst – удельная теплоемкость стали (475 Дж/кг∙K);  
ρst – плотность стали (7850 кг/м3);  
λst – теплопроводность стали (44,5 Вт/(м∙К)). 
Расчет изменения температуры бетона на границе с греющей средой (Ω1 – Ω3) (верхняя горизон-
тальная поверхность бетона, элемент 4) вычислялся по формуле 
 
( , , , ) ( , , , )
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
,
2 2bb b
T x y z T x y z
t H x x y z H x y z T x x y z T x y z T x x y z T x y z
c x
τ + ∆τ = τ +
∆  + ∆ τ + τ + ∆ τ + τ + ∆ τ − τ 
+ λ −  ρ ∆ 
 
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
,
2 2b
H x x y z H x y z T x x y z T x y z T x y z T x x y z
x
x
− ∆ τ + τ − ∆ τ + τ τ − − ∆ τ  
−λ ∆ +  ∆  
( )( ) ( , , , )





T t T x y z
H x y y z H x y z T x y y z T x y z T x y z T x y y z y
y
+ α − τ −
− ∆ τ + τ − ∆ τ + τ τ − − ∆ τ 
−λ ∆ +  ∆  
 
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
,
2 2
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
,
2 2




H x y z z H x y z T x y z z T x y z T x y z z T x y z
z
H x y z z H x y z T x y z z T x y z T x y z T x y z z
z
z
P Q x y z T
 + ∆ τ + τ + ∆ τ + τ + ∆ τ − τ 
+ λ −  ∆ 
− ∆ τ + τ − ∆ τ + τ τ − − ∆ τ  
−λ ∆ +  ∆  
+ ρ τ )( , , , )) ,x y z τ
    (7)
 
 
где (x, y, z), (x + Δx, y, z), (x – Δx, y, z), (x, y – Δy, z), (x, y, z + Δz), (x, y, z – Δz) – координаты середин 
конечно-разностных элементов в пространстве бетона;  
(x, y + Δy, z) – координаты середины конечно-разностного элемента в пространстве паровоздуш-
ной среды;  
Tenv(τ) – функция изменения температуры паровоздушной среды от времени (T(x, y + Δy, z) = Tenv(τ));  
αup – коэффициент теплоотдачи (αup = 5 Вт/(м2К)). 
Расчет изменения температуры опалубки на границе с паровоздушной средой (Ω2 – Ω3) с одной 
стороны и бетоном (Ω2 – Ω3) – с другой для вертикальной боковой поверхности в направлении коорди-
натной оси X (элемент 5) проводился по формуле 
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где (x, y, z), (x – Δx, y, z), (x, y+Δy, z), (x, y – Δy, z), (x, y, z+Δz), (x, y, z–Δz) – координаты середин конеч-
но-разностных элементов в пространстве опалубки;  
(x + Δx, y, z) – координаты середины конечно-разностного элемента в пространстве паровоздуш-
ной среды;  
Tenv(τ) – функция изменения температуры паровоздушной среды от времени (T(x+Δx, y, z) = Tenv(τ)); 
αsd – коэффициент теплоотдачи (αsd = 7 Вт/(м2К)). 
Расчет изменения температуры бетона на границе с опалубкой (Ω1 – Ω2) для вертикальной боковой 
поверхности в направлении координатной оси X (элемент 6) проведен по формуле 
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  (9) 
 
где (x, y, z), (x – Δx, y, z), (x, y + Δy, z), (x, y – Δy, z), (x, y, z + Δz), (x, y, z – Δz) – координаты середин 
конечно-разностных элементов в пространстве бетона;  
(x + Δx, y, z) – координаты середины конечно-разностного элемента в пространстве опалубки. 
Расчет изменения температуры стола (тот же материал, что и опалубка) на границе с нагревателем 
(Ω2 – Ω4) (элемент 7) проведен по формуле 
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            (10) 
 
где (x, y, z), (x + Δx, y, z), (x – Δx, y, z), (x, y + Δy, z), (x, y, z + Δz), (x, y, z – Δz) – координаты середин 
конечно-разностных элементов в пространстве опалубки;  
(x, y – Δy, z) – координаты середины конечно-разностного элемента в пространстве нагревателя;  
αw – коэффициент теплоотдачи, соответствующий конвективному теплообмену между водяным 
теплоносителем и греющей стенкой (был принят αw = 250 Вт/(м2К)). 
В конечно-разностной модели использовалось множество элементов, которые являются гранич-
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вой элемент бетонного куба верхней гранью граничит с паровоздушной средой, а двумя боковыми гра-
нями – с опалубкой. Конечно-разностная схема расчета этих элементов представляет собой соответству-
ющие комбинации фрагментов итерационных уравнений, приведенных в [19, 20], и их аналогов по 
направлениям Y и Z. 
Описанные выше частные случаи конечно-разностных формул расчета температур для различных 
элементов модели были обобщены. Итоговая формула расчета изменения температуры в произвольных 
элементах пространства твердеющего бетона (Ω1), включая граничные элементы, имеет вид 
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Итоговая формула расчета изменения температуры в элементах пространства опалубки (Ω2), 
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Алгоритм расчета процессов нагрева и гидратации. На основе вышеперечисленных формул 
была разработана САЕ (система автоматизированного моделирования) для расчета эволюции процесса 
гидратации бетонных изделий, написанная на языке C++, которая условно названа «ПроЭнергоБетон-1» 
(Процессы энергосбережения бетона).  
Программа может быть предложена для использования в условиях промышленного производства 
и позволяет рассчитать и визуализировать пространственное распределение температуры и степени (ко-
эффициента) гидратации в бетонном изделии произвольной геометрии для заданного времени тепловой 
обработки с целью разработки энергосберегающих режимов ТВО. Класс решаемых с ее помощью задач 
может быть расширен путем модификации теплофизической модели и внесения в программу связанных 
с этим изменений.  
В программе использован следующий укрупненный алгоритм моделирования процесса распреде-
ления температуры и степени гидратации: 
Шаг 1. Разбить все моделируемое пространство (прямоугольное) на элементы с размерами Δx, Δy, 
Δz, т.е. создать трехмерный массив Mt элементов с размерностью I (по Х), J (по Y), K (по Z). 
Шаг 2. Задать начальные значения (формула (3)) параметров согласно соответствующим областям 
Ω1, Ω2, Ω3, Ω4 для момента времени τ = 0. 
Шаг 3. Создать новый массив Mτ + Δτ элементов с такой же размерностью, как Mτ [I, J, K]. 
Шаг 4. Такт моделирования: 
Шаг. 4.1. Проход по всем элементам массива Mτ[i,j,k], где i = 0…I, j = 0...J, k = 0...K, и вычисление 
массива значений T, Q, Н по формулам (4)–(12) в зависимости от принадлежности элемента области Ω1, 
Ω2, Ω3, Ω4. Новые значения присваивать соответствующим элементам массива Mτ+Δτ [i,j,k]; 
Шаг 4.2. Перенести полученные значения параметров из массива Mτ + Δτ [i,j,k] в массив Mτ[i,j,k] (или 
поменять массивы местами); 
Шаг. 4.3. Итерационное изменение значения времени τ = τ +Δτ; 
Шаг 5. Повторять процесс моделирования (шаг 4) пока τ не будет равно длительности цикла тер-
мообработки. 
На рисунках 4–7 представлены фрагменты визуализации в трех проекциях численного моделиро-
вания распределений температуры и коэффициента (степени) гидратации в центральном сечении мо-
дельного кубического изделия, полученные с помощью разработанного алгоритма для различных интер-




Рисунок 4. – Фрагмент численного моделирования распределения температур  
в изделии размером 0,3×0,3×0,3 м в трех проекциях на момент времени  











Рисунок 5. – Фрагмент численного моделирования распределения коэффициента гидратации  
в изделии размером 0,3×0,3×0,3м в трех проекциях на момент времени  




Рисунок 6. – Фрагмент численного моделирования распределения температур  
в изделии размером 0,3×0,3×0,3м в трех проекциях на момент времени  




Рисунок 7. – Фрагмент численного моделирования распределения коэффициента гидратации  
в изделии размером 0,3×0,3×0,3м в трех проекциях на момент времени  
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Заключение и выводы. На основании предложенной авторами теплофизической модели процес-
са гидратации бетонного изделия [19, 20], опирающейся на неравновесном уравнении теплопроводности, 
дополненном функцией источника гидратации, при различных вариантах начальных и граничных усло-
вий, характеризующих условия тепловой обработки в промышленных теплотехнологических установках, 
с учетом подходов, намеченных в [18], разработан алгоритм компьютерного моделирования процессов 
ускоренной гидратации.  
Выполнена проверка устойчивости полученной модели, определены пределы изменения шага мо-
делирования по времени при заданном шаге моделирования в пространстве. На примере модельного 
кубического изделия показаны предоставляемые разработанным алгоритмом возможности расчета 
и визуализации процессов нагрева и твердения бетона при различной продолжительности его тепловой 
обработки.  
Полученные результаты дают возможность производить дискретную оптимизацию режимов теп-
ловой обработки бетонных изделий и разработку энергосберегающих технологий их производства, 
а также могут быть использованы при проектировании новых и совершенствовании существующих теп-
лотехнологических установок для ускоренной гидратации бетонных изделий любой 3D-геометрии 
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ALGORITHM AND NUMERICAL SCHEME FOR THE SIMULATION  
OF UNSTEADY PROCESSES OF HEAT TREATMENT OF CONCRETE PRODUCTS 
 
A. NIYAKOVSKI, Y. YATSKEVICH, A. CHYCHKO 
 
On the basis of the developed thermophysical model a computer simulation algorithm of the concrete 
products’ accelerated hydration process is proposed. The algorithm uses the heat equation in a three-
dimensional formulation, taking into account the distributed source of internal heat emissions, and allows to 
perform calculation and visualization of non-stationary fields of temperature and the hydration coefficient dur-
ing the hardening of concrete products in thermal technological installations. The algorithm is designed for the 
development of the concrete products’ heat treatment energy-saving modes with complex 3D-geometry and het-
erogeneous composite structure. 
Keywords: computer modeling, software package, mathematical modeling, kinetics of cement hydration, 
temperature fields, three-dimensional equation of thermal conductivity, non-stationary thermal conductivity, 
energy saving, heat technologies. 
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